ДОКАЗАТЕЛЬСТВО НЕРАВЕНСТВ 
Если два действительных числа a и b соединены одним из знаков неравенств:
 a < b , или a > b , или a ≤ b , или a ≥ b , или a ≠ b , 
то говорят, что задано числовое неравенство. 
При этом неравенства a > b и a < b называются строгими, 
а неравенства a ≥ b и a ≤ b – нестрогими. 
Числовое неравенство может быть верным либо неверным.
Утв. 1. a > b ( a − b > 0.                                  
Утв. 2. a < b ( a − b < 0.     

Утв. 3. Если a > 0, то (−a) < 0; если a < 0, то (−a) > 0.
Свойства числовых неравенств

Пусть a ,b , c , d – произвольные действительные числа.
1. a > b ( b < a.                    
2. a > b, b > c ( a > c.                    
3. a > b (c ( R ) ( a + c > b + c.
4. a) Eсли c > 0 , то a > b ( a(c > b(c;  
б) Eсли c < 0 , то a > b ( a(c < b(c.        

5. a > b, c > d ( a + c > b + d.                           
6. a > b (b ≥ 0) и c > d (d ≥ 0) ( a(c > b(d.
7. b > 0 ( 1/b > 0; b < 0 ( 1/b < 0.                  

8. Eсли a > 0, b > 0 (или a < 0, b < 0 ), то a > b ( 1/a < 1/b.

Следствие. a / b > 0 ( ab > 0; a / b < 0 ( ab < 0.

9. a > b (b > 0) ( an > bn.
[image: image1.emf]
Пример 2.

Известно, что  –3 < a ( 2  и  5 < b < 6. Оценить значения:

а) a + b;  б) a – b;  в) ab;  г) a/b.

Решение:

а)     –3 < a ( 2                                     б)    –3 < a ( 2
5 < b < 6                                            –6 < –b < –5
2 < a + b < 8;                                        –9 < a – b < –3;
в)      –3 < a < 0                     или                    0 ( a ( 2
                                                               5 < b < 6
0 < –a < 3                                              0 ( аb < 12
5 < b < 6
0 < –ab < 18   (  –18 < ab < 0

Объединяя полученные результаты, получим: –18 < ab < 12;
г)   –3 < a < 0                     или                    0 ( a ( 2
                                                       1/6 < 1/b < 1/5
0 < –a < 3                                            0 ( а/b < 2/5
1/6 < 1/b < 1/5

0 < –a/b < 3/5   (    –3/5 < a/b < 0

Объединяя полученные результаты, получим: –3/5 < a/b < 2/5.

Основные методы доказательства неравенств
1. Доказательство неравенств с помощью определения (Утв. 1 и Утв. 2).
2. Синтетический метод доказательства.

Суть этого метода состоит в том, что с помощью ряда преобразований доказываемое неравенство выводят из известных (опорных) неравенств.

3. Доказательство неравенств методом от противного.

4. Доказательство неравенств методом математической индукции.

Некоторые известные алгебраические неравенства
1. Неравенство о сумме двух взаимно обратных чисел:

1) Если a > 0 , то справедливо неравенство a + (1/a) ≥ 2,

причём неравенство обращается в равенство только при a = 1.

2) Если a < 0 , то справедливо неравенство a + (1/a) ≤ −2, 
причём неравенство обращается в равенство только при a = −1.
Следствие. Если a и b – два числа одного знака, т.е. ab > 0, то справедливо неравенство а/b + b/а ≥ 2.

2. Соотношения между средними величинами
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   – среднее арифметическое неотрицательных чисел а1, а2, …, аn.
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   – среднее геометрическое неотрицательных чисел а1, а2, …, аn.
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   – среднее гармоническое положительных чисел а1, а2, …, аn.
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   – среднее квадратичное неотрицательных чисел а1, а2, …, аn.
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   – среднее степенное порядка ( 
положительных чисел а1, а2, …, аn.
Большему значению ( соответствует большее значение Vn(().
0 ≤ min (a1; a2; …; an) ≤ Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Sn ≤ max (a1; a2; …; an)
В частности, неравенство Коши между средним геометрическим и средним арифметическим: 
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, если а1, а2, …, аn – неотрицательные числа
Для двух положительных чисел а и b справедливо: 
0 ≤ min (a, b) ( 
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3. Неравенство Бернулли с натуральным показателем. 
При любом действительном x ( x > −1) и при любом натуральном n справедливо неравенство

(1 + x)n ≥ 1+ nx.
4. Неравенство Бернулли с произвольным показателем.
Пусть x , r ( R, x > −1, r ≠ 0 , r ≠ 1. Тогда справедливы неравенства 
(1 + x)r ≤ 1+ xr, если 0 < r < 1,

(1 + x)r ≥ 1+ xr, если r ( [0,1],

причём неравенства обращаются в равенства только при x = 0.
5. Неравенство Бернулли для n чисел.

Пусть x1, x2,..., xn   ― числа одного знака, xi > −1, i = 1, 2,..., n . Тогда 
(1 + x1)(1 + x2)(…((1 + xn) ≥ 1+ x1 + x2 + ... + xn.
6. Неравенство Коши–Буняковского.
Для любых действительных чисел a1, a2,..., an   и   b1, b2,..., bn  справедливо неравенство:
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,   или   
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7. Свойства модуля
а)  | x + y | ( | x | + | y | ;                  б)  | x – y | ( | x | – | y | .
Пример 3.
Сравнить два числа  
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, где a и b – неотрицательные числа, а (b.
Решение:
Преобразуем числа к виду 
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После деления обоих чисел на 2, приходим к неравенству между средними арифметическим и геометрическим для чисел  (а + b) и 
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Таким образом, первое число больше.
Пример 4.
Пусть  a + b + c = 1.  Доказать справедливость неравенства a2 + b2 + c2 ( 1/3

для произвольных действительных чисел a, b, c.
Доказательство:

Воспользуемся неравенством Коши-Буняковского:
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при n = 3, полагая а1 = а, а2 = b, a3 = c  и  b1 = b2 = b3 = 1.
1 = 
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После деления последнего неравенства на 3 получаем исходное неравенство доказанным.
Геометрический подход к доказательству неравенств
Пример 5. 
Доказать, что для любых положительных чисел a, b, c справедливо неравенство:
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Доказательство:

Известно, что для треугольника со сторонами a, b, c и углом величины ( между сторонами а и b справедлива теорема косинусов   с2 = а2 + b2 – 2ab cos(.

[image: image24.emf]
________________________________________________________________

Задачи для самостоятельного решения
1.   Доказать, что х2 + у2 + z2 + u2 + a2 + a(x + y + z + u) ( 0.

2.   Доказать, что а4 + b4 (
[image: image25.wmf]8
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, если а + b ( 1.

3.   Известно, что 
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 и х1 + х2 + …+ х6 = 0. Докажите, что 
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4.   Докажите, что для каждого x такого, что sin x ( 0, найдется такое натуральное n, что 
[image: image28.wmf]2
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5.   Докажите неравенство      log45 + log56 + log67 + log78 ≥ 4,4.

6.   Докажите неравенство 
[image: image29.wmf]2
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7.   Для неотрицательных чисел х и у, не превосходящих 1, докажите, что 
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8.   Докажите, что для любого x > 0 и натурального n выполнено неравенство
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9.   Сумма положительных чисел a, b, c равна π/2. Докажите, что
cos a + cos b + cosc > sin a + sinb + sinc.
10.  Положительные числа x, y, z таковы, что модуль разности любых двух из них меньше 2. Докажите, что 
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11.  Доказать, что если а > 0, b > 0, с > 0,  то 
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12.  Пусть a > c > 0, b > c. Доказать, что 
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13.  Доказать неравенство 
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, где n – натуральное число, отличное от единицы.
14.  Доказать неравенство 
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, где n – натуральное.
15.  Докажите, что если 1 < a < b < c, то loga(logab) + logb(logbc) + logc(logca) > 0.

16.   Доказать, что 
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, если х + у + z = 1 и каждое из чисел
х, у, z не меньше (–0,25).

17.  Докажите , что 
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18.  Доказать, что если ( и ( удовлетворяют линейному уравнению ах + by = c
с положительными коэффициентами, то 
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19. Доказать, что если а1>0, a2>0,…, an>0, то 
(а1+а2+а3+…+аn)
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20.  Докажите, что если х1, х2, х3, х4, х5 – положительные числа, то 
(х1 + х2 + х3 + х4 + х5)2 ( 4(х1х2 + х2х3 + х3х4 + х4х5 + х5х1).
21.  Докажите, что если a, b, c – положительные числа и  ab + bc + ca > a + b + c, 
то a + b + c > 3.
21.  Докажите, что для любых неотрицательных чисел а и b справедливо неравенство: 
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