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Лекция 7


Лекция 7.

Ассоциативные исчисления. Нормальные алгоритмы Маркова
Ассоциативные исчисления

На абстрактном уровне вычислительная машина всегда выполняет операции по переработке некоторого исходного текста (задающего условие задачи) в некоторый заключительный текст (описание результата решения задачи). В ЭВМ любой текст представляется последовательностью нулей и единиц, поэтому решение задачи фактически сводится к преобразованию исходного двоичного слова в конечное двоичное слово по некоторым правилам.

Для формализации понятия алгоритма российский математик А.А.Марков предложил использовать ассоциативные исчисления.
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Марков Андрей Андреевич (1903 - 1979)

Знаменитый советский математик. 

Разработал теорию нормальных алгоритмов, ввел понятие их сложности. Создатель конструктивной математики. 
Рассмотрим некоторые понятия ассоциативного исчисления.

Определение 1. Назовем алфавитом любую конечную систему различных символов. Символы, составляющие алфавит будем называть буквами.

Например, {3, (, ?, *} – алфавит; 3, * – буквы в данном алфавите.

Определение 2. Словом в некотором алфавите называется любая конечная последовательность букв этого алфавита.
Например, в алфавите A = {a, b, c} словами будут: ab, ac, abac, bbbcc и т.д. Приведем примеры некоторых алфавитов и слов в них.

1. Натуральные числа можно представить как слова в алфавите
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

2. Если взять алфавит A = { | }, то слова этого алфавита |, ||, |||, ||||, … можно рассматривать как запись натуральных чисел.

3. Пусть дан алфавит A = {0, |, – }. Слова этого алфавита …,–|||, –||, –|, 0, |, ||, |||,… можно рассматривать как записи целых чисел.

4. Если добавить к предыдущему алфавиту букву «/», то в полученный алфавит A = {0, |, – , /} можно использовать для записи рациональных чисел (дробей): |/|||, –||||/|||||||, …

5. Таблицы целых чисел можно представить в виде слов следующего алфавита A = {0, |, – , *, (}. Тогда, например, таблица 
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 будет записана в виде слова -|||*0(-||*|   данного алфавита.

6. Системы линейных уравнений с двумя неизвестными, например 
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 можно записывать в виде слов алфавита
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, –, (, x, y }. Указанная система уравнений запишется в виде слова x–4y=3(2x+y=–12

7. Многочлен, например x3 – 2x2 – 1/3x – 6, можно записать словом
x^3–2x^2– 1/3x–6 в алфавите A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, – , ^, /, x}.

Заметим, что не каждое слово перечисленных алфавитов будет являться записью указанных в примерах объектов.

Рассмотрим два слова N и M в некотором алфавите A. Если слово N является частью слова M, то говорят, что N входит в M или N является вхождением в M. Например, N = ac; M = bbacab.

Опишем процесс преобразования слов. Зададим в некотором алфавите конечную систему подстановок N – M,  …, S – T, где N, M, …, S, T – слова этого алфавите.

Любую подстановку вида N – M можно применить к некоторому слову K этого алфавита следующим способом: если в слове K имеется одно или несколько вхождений слова N, то любое из них может быть заменено словом M, и наоборот, если имеется вхождение M, то его можно заменить словом N.

Например, в алфавите A = {a, b, c} имеются слова  N = ab, M = bcb, K = abcbcbab. Заменив в слове K слово N на M, получим bcbcbcbab или abcbcbbcb, и, наоборот, заменив M на N, получим aabcbab или abcabab.

Подстановка ab – bcb недопустима к слову bacb, так как ни ab, ни bcb не входят в это слово. К полученным с помощью допустимых подстановок словам можно снова применить допустимые подстановки и т.д.

Определение 3. Совокупность всех слов в данном алфавите вместе с системой допустимых подстановок называют ассоциативным исчислением. Чтобы задать ассоциативное исчисление достаточно задать алфавит и систему подстановок.

Определение 4. Слова P1 и P2 в некотором ассоциативном исчислении называются смежными, если одно из них может быть преобразовано в другое однократным применением допустимой подстановки.

Определение 5. Последовательность слов P, P1, P2, …, M называется дедуктивной цепочкой, ведущей от слова P к слову M, если каждые из двух рядом стоящих слов этой цепочки смежные.

Определение 6. Cлова P и M называются эквивалентными, если существует дедуктивная цепочка от слова P к слову M и обратно.

Пример. Пусть задан алфавит A = {a, b, c, d, e} и следующая система подстановок
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Слова P = abcde  и K = acbde являются смежными (подстановка bc – cb). Покажем, что слова  P = abcde и M = cadbe являются эквивалентными. Для этого построим дедуктивную цепочку.

P = abcde – acbde – cabde – cadbe = M = cadbe
Т.к. подстановки можно выполнять заменяя левую часть на правую и наоборот, то цепочка от слова M к слову P также найдена. Таким образом, слова M и P являются эквивалентными.

Ассоциативному исчислению можно поставить в соответствие бесконечный лабиринт, приняв каждое слово данного алфавита за площадку и соединив смежные площадки (слова) ребрами. Так как число слов бесконечно, то и лабиринт бесконечен. Эквивалентность слов P и M в построенном лабиринте означает, что площадка M достижима с площадки P.

Может быть рассмотрен специальный вид ассоциативного исчисления, в котором подстановки являются ориентированными: N ( M. Стрелка означает, что подстановку можно производить только слева направо. Это исчисление соответствует бесконечному лабиринту, в котором разрешено движение только в одном направлении.

Для каждого ассоциативного исчисления существует проблема слов: для любых двух слов определить, являются они эквивалентными или нет.

Это та же проблема достижимости, которая была рассмотрена в примере с лабиринтом*, но лабиринт теперь стал бесконечным. Поэтому метод поиска, пригодный для конечного лабиринта, становится непригодным из-за невозможности в конечное время обследовать лабиринт. Многие конструкторские и другие задачи сводятся к такой же проблеме (конструкция – слово).
Зная алгоритм поиска в конечном лабиринте, его можно применить лишь к ограниченной проблеме слов, когда требуется установить можно ли одно из заданных слов преобразовать в другое применением допустимых подстановок не более k раз.

В этом случае проблему можно решать так: построить все смежные слова с исходным, затем для каждого из полученных слов снова построить все смежные слова и т.д., всего k раз. Отсюда следует, что логическая задача о поиске пути в лабиринте может быть сформулирована на языке ассоциативного исчисления.
Вообще любой процесс вывода формул, математические выкладки и преобразования  являются дедуктивными цепочками в некотором ассоциативном исчислении, алгоритмические процессы также можно трактовать как ассоциативное исчисление. Построение ассоциативных исчислений является универсальным методом детерминированной переработки информации и позволяет формализовать понятие алгоритма.

Введем понятие алгоритма на основе ассоциативного исчисления.

Определение 7. Алгоритмом в алфавите A называется понятное точное предписание, определяющее потенциально осуществимый процесс над словами из A и допускающий любое слово в качестве исходного.

Алгоритм в алфавите A задается в виде системы допустимых подстановок, дополненной точным предписанием о том, в каком порядке и как нужно применять подстановки и когда наступает остановка.

Пример. Пусть задан алфавит A = {a, b, c} и система подстановок B = 
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Предписание о применении подстановок: для исходного слова P найти первую подстановку, левая часть которой входит в P. Если такой подстановки нет,  то процесс прекратить. В противном случае выполняется первая из найденных подстановок (левая часть подстановки заменяется ее правой частью). Полученное слово P1 играет роль исходного слова P и процесс повторяется.
Итак, схема подстановок вместе с указанием о применении определяет алгоритм в алфавите A.

Рассмотрим применение системы подстановок B к словам P = babaac и K = bcacabc.
1) P = babaac – bbcaaac – стоп.

2) K = bcacabc – bcacbcac – bcacccac – bcacabc – … бесконечный процесс (остановки нет), так как мы получили исходное слово.
Задание 1.  Дан алфавит A = {|, *} и подстановка B =
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Примените данный алгоритм к словам:

а) P = ||*||||*|||

б) K = |||||*||

Как можно трактовать слова в этом алфавите и действие алгоритма?

Задание 2.  Дан алфавит A = {|, *} и упорядоченная система подстановок B =
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Примените данный алгоритм к словам:

а) P = ||*|||||

б) K = |||*|

Как можно трактовать слова в этом алфавите и действие алгоритма?































* см. Матюшков Л.П., Лихтарович А.А. Основы машинной математики: Пособие для учителя. – Мн.: Нар. асвета, 1988. С. 13-17
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