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Алгоритмически неразрешимые проблемы

Появление уточнений понятия "алгоритм" позволило сформулировать понятие алгоритмически неразрешимой проблем, т.е. задачи, для решения которой невозможно построить алгоритм. Задача называется алгоритмически неразрешимой, если не существует машины Тьюринга (или рекурсивной функции, или нормального алгоритма Маркова), которая ее решает.

Задача точного определения понятия алгоритма была решена в 30-х годах в работах Гильберта, Черча, Клини, Поста, Тьюринга в двух формах: на основе понятия рекурсивной функции и на основе описания алгоритмического процесса.

Рекурсивная функция - это функция, для которой существует алгоритм вычисления ее значений по произвольному значению аргумента. Класс рекурсивных функций был определен строго как конкретный класс функций в некоторой формальной системе. Был сформулирован тезис (называемый «тезис Черча»), утверждающий, что данный класс функций совпадает с множеством функций, для которых имеется алгоритм вычисления значений по значению аргументов.

Другой подход заключался в том, что алгоритмический процесс определяется как процесс, осуществимый на конкретно устроенной машине (называемой «машиной Тьюринга»). Был сформулирован тезис (называемый «тезис Тьюринга»), утверждающий, что любой алгоритм может быть реализован на подходящей машине Тьюринга.

Оба данных подхода, а также другие подходы (Марков, Пост) привели к одному и тому же классу алгоритмически вычислимых функций и подтвердили целесообразность использования тезиса Черча или тезиса Тьюринга для решения алгоритмических проблем. Поскольку понятие рекурсивной функции строгое, то с помощью обычной математической техники можно доказать, что решающая некоторую задачу функция не является рекурсивной, что эквивалентно отсутствию для рассматриваемой задачи разрешающего алгоритма. Аналогично, несуществование разрешающей машины Тьюринга для некоторой задачи равносильно отсутствию для нее разрешающего алгоритма.

Указанные результаты составляют основу так называемой дескриптивной теории алгоритмов, основным содержанием которой является классификация задач по признаку алгоритмической разрешимости, т.е. получение высказываний типа «Задача П алгоритмически разрешима» или «Задача П алгоритмически неразрешима».

В данном направлении был получен ряд фундаментальных результатов. Среди них отрицательное решение Новиковым П.С. в 1952 году классической проблемы тождества для конечно определенных групп, сформулированной Деном в 1912 году.

Первые алгоритмически неразрешимые проблемы были обнаружены в логике и в самой теории алгоритмов. Оказалось, например, что неразрешима задача установления истинности произвольной формулы исчисления предикатов (т.е. исчисление предикатов неразрешимо).

В число неразрешимых математических проблем входит, например, знаменитая десятая проблема Д. Гильберта, выдающегося немецкого математика конца прошлого века, сформулированная им в 1900 году (среди других 23 проблем).

Десятая проблема Гильберта связана с решениями так называемых «диофантовых уравнений(", т.е. уравнений вида P(x1, x2,...,xn)=0, где P - многочлен с целыми коэффициентами, например x+y+z=1 или xn+yn=zn. Гильберт формулировал ее так: “Пусть дано произвольное диофантово уравнение с произвольным числом неизвестных..., требуется указать общий метод, следуя которому можно было бы в конечное число шагов узнать, имеет ли данное уравнение решение в целых ... числах или нет”.

Есть основания считать, что Гильберт был убежден в существовании общего метода и хотел стимулировать его поиск. Алгоритмическую неразрешимость 10-й проблемы Гильберта доказал в 1970 году советский математик Ю. В. Матиясевич.

В самой теории алгоритмов неразрешимых проблем довольно много. В частности, алгоритмически неразрешима «проблема остановки»: по описанию алгоритма A и аргументу X выяснить, остановится ли алгоритм A, если в качестве исходных данных ему задан X. Эта проблема имеет естественную программистскую интерпретацию. Известно, что многие программистские ошибки приводят к зацикливанию программ, т.е. к ситуации, когда программа крутится в “цикле” и не может выйти на завершение своей работы. Поэтому неразрешимость проблемы остановки означает, что нельзя создать общий (т.е. пригодный для любой программы) алгоритм отладки программ.

Неразрешимой оказывается и проблема распознавания эквивалентности алгоритмов: нельзя построить алгоритм, который по любым двум алгоритмам (программам) выяснял бы, вычисляют они одну и ту же функцию или нет. Эта неразрешимость является частным случаем более общей теоремы Райса: «никакое нетривиальное свойство вычислимых функций не является разрешимым». Смысл этой теоремы в следующем: какое бы свойство вычислимых функций мы ни взяли (быть периодической, ограниченной, равной другой наперед заданной функции и т.д.), нельзя построить общий алгоритм, например машину Тьюринга, который по произвольному алгоритму A определял бы, обладает вычисляемая им функция fA этим свойством или нет.

Алгоритмическая неразрешимость какой-либо задачи не исключает возможности того, что разрешимы ее частные случаи. Знание основных неразрешимостей теории алгоритмов (таких, как проблема остановки или теорема Райса) необходимо для специалиста по информатике. Оно предостережет его от увлечения глобальными проектами всеобщей алгоритмизации точно так же, как знание основных законов физики предостерегает от попытки создать вечный двигатель.
Теория алгоритмов – некоторые направления
В настоящее время теория алгоритмов образует теоретический фундамент вычислительных наук. Применение теории алгоритмов осуществляется как в использовании самих результатов (особенно это касается использования разработанных алгоритмов), так и в обнаружении новых понятий и уточнении старых. С ее помощью проясняются такие понятия как доказуемость, эффективность, разрешимость, перечислимость и другие.

В технику термин «алгоритм» пришел вместе с кибернетикой. Понятие алгоритма помогло, например, точно определить, что значит эффективно задать последовательность управляющих сигналов. Применение ЭВМ послужило стимулом развитию теории алгоритмов и изучению алгоритмических моделей, к самостоятельному изучению алгоритмов с целью их сравнения по рабочим характеристикам (числу действий, расходу памяти), а также их оптимизации. Возникло важное направление в теории алгоритмов - сложность алгоритмов и вычислений.

Начала складываться так называемая метрическая теория алгоритмов, основным содержанием которой является классификация задач по классам сложности. Сами алгоритмы стали объектом точного исследования, как и те объекты, для работы с которыми они предназначены. В этой области естественно выделяются задачи получения верхних и задачи получения нижних оценок сложности алгоритмов, причем методы решения этих задач совершенно различны.

Для получения верхних оценок достаточно интуитивного понятия алгоритма. Для этого строится неформальный алгоритм решения конкретной задачи, и затем он формализуется для реализации на подходящей алгоритмической модели. Если показывается, что сложность (время или память) вычисления для этого алгоритма не превосходит значения подходящей функции при всех значениях аргумента, то эта функция объявляется верхней оценкой сложности решения рассматриваемой задачи. В области получения верхних оценок получено много ярких результатов для конкретных задач. Среди них разработаны быстрые алгоритмы умножения целых числе, многочленов, матриц, решения линейных систем уравнений, которые требуют значительно меньше ресурсов, чем традиционные алгоритмы.

Установить нижнюю оценку - значить доказать, что никакой алгоритм вычисления не имеет сложности меньшей, чем заданная граница. Для получения результатов такого типа необходима точная фиксация рассматриваемой алгоритмической модели, и такие результаты получены только в очень жестких вычислительных моделях. В связи с этим получила развитие проблематика получения «относительных» нижних оценок, так называемая теория NP-полноты, связанная с труднорешаемостью переборных задач.

( Примечание. Диофантовыми уравнениями называются алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с рациональными коэффициентами, решения которых отыскиваются в целых или рациональных числах. Например, � EMBED Equation.3  ���
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