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Лекция 8.
Ассоциативные исчисления. Нормальные алгоритмы Маркова
Нормальные алгоритмы Маркова

Предложенный А.А.Марковым способ уточнения понятия алгоритма основан на понятии нормального алгоритма. Нормальные алгоритмы в качестве исходных данных и искомых результатов имеют строки букв - слова.

Предположим, что заранее выделен некоторый алфавит. Обозначим его А. Букву, одинаковую с одной из букв, входящих в алфавит А, называют буквой в А. Слово, состоящее из букв в А, называют словом в А. При этом для удобства рассуждений допускают и пустые слова (не имеющие в своем составе ни одной буквы).
Рассмотрим какое-нибудь конкретное слово для определенности в алфавите русских букв, например слово “самолет”.

Мы видим, что из него можно вырезать “подслова”, например, “сам”, “амол” или “олет”, или, наконец, однобуквенное слово “т”. Про такие “подслова” говорят, что они входят в рассматриваемое слово или являются вхождениями в него. Заметим, что в наше слово входит и пустое слово, причем - несколько раз (оно входит перед первой буквой, между каждыми двумя буквами и, наконец, после последней буквы, т.е., в данном случае, 8 раз).

Условимся обозначать слова заглавными латинскими буквами (если эти буквы не являются буквами в применяемом алфавите). Если задано некоторое слово и нами выбрана буква, являющаяся его обозначением (именем), то будем ставить между ними знак “=” (равенства). Возвращаясь к нашему примеру, мы можем написать: для слова R = самолет, слово P = амол является вхождением.

Заметим, что не только пустое слово может многократно входить в другое слово. Например, в слово R = абракадабра слово P = бра входит два раза. Особый интерес для нас будет представлять так называемое первое вхождение.

Определение. Марковской подстановкой называется операция над словами, задаваемая с помощью пары слов (P, Q), заключающаяся в следующем.

Если задано исходное слово R, то в нем находят первое вхождение слова P (если таковое имеется) и, не изменяя остальных частей слова R, заменяют это вхождение словом Q. Полученное слово является результатом применения марковской подстановки (P, Q) к слову R. Если же нет первого вхождения P в слово R (при этом нет вообще ни одного вхождения P в R), то считается, что марковская подстановка неприменима к слову R.

Частными случаями марковских подстановок являются (, Q), (P, ), ( , ). В первом из приведенных примеров P, во втором Q, а в третьем и P и Q являются пустыми. Приведем некоторые примеры преобразования слов с помощью марковских подстановок.

ПРИМЕРЫ

	Преобразуемое слово
	Марковская подстановка
	Результат

	192375923
	(923, 0000)
	1000075923

	функция
	( , (-)
	(-функция

	паровоз
	(овоз, )
	пар

	терек
	(е, )
	трек

	слово
	( , )
	слово

	слово
	(ра,да)
	(результата нет)


Будем рассматривать слова в некотором алфавите A.

Предположим, что символы "(" и "(." не являются буквами в А. Записи P(Q и P(.Q будем называть записями марковской подстановки (P,Q), причем первую из них будем называть подстановкой, а вторую – заключительной подстановкой. Смысл этих названий будет ясен немного позже.

Подстановки и заключительные подстановки будем называть формулами, различая в них левую часть P и правую часть Q.

Определение. Записью нормального алгоритма в алфавите A называют столбец формул, левые и правые части которых являются словами в А. Выполнение нормального алгоритма применительно к исходному данному R, являющемуся словом в А, заключается в следующем.

Двигаясь по столбцу формул, ищут первую формулу, левая часть которой входит в преобразуемое слово. Если такой формулы не найдется, процесс окончен. Если же формула найдена, то выполняют марковскую подстановку, соответствующую данной формуле. Затем смотрят, является ли выполненная подстановка заключительной. Если да, то процесс окончен, в противном случае весь процесс повторяют с самого начала.

Различные нормальные алгоритмы отличаются друг от друга алфавитами и системами подстановок.
Определение. Если А и В – два алфавита, причем каждая буква алфавита А является буквой в В, а хотя бы одна из букв алфавита В не является буквой в А, то В называется расширением алфавита А.

Например, если А = {а, б, в, г}, В = {1, а, б, в, г, д}, то В является расширением А, т.к. содержит две буквы (“1” и “д”), не являющиеся буквами в А, тогда как все буквы алфавита А являются буквами в В.

Определение. Пусть B является расширением алфавита А. Нормальный алгоритм в B, который слова в А, если он к ним применим, перерабатывает в результаты, являющиеся словами в А, называется нормальным алгоритмом над А.

В некоторых случаях построение нормального алгоритма над A гораздо легче, чем построение нормального алгоритма в А.

Приведем примеры некоторых нормальных алгоритмов.
Пример 1. Мы уже показывали, как можно для f(x) = x + 1 построить машину Тьюринга, изображая x в виде слова, состоящего из палочек. Полагая алфавит A состоящим из единственной буквы (, мы искомый нормальный алгоритм можем записать в виде единственной формулы: (.(
Пример 2. Приведем пример нормального алгоритма, описывающего сложение натуральных чисел (представленных наборами единиц).

Интереснее нормальный алгоритм, для вычисления f(x) = x + 1 в случае, когда x записано в обычной десятичной системе счисления. В этом случае алфавит A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Нормальный алгоритм будем строить не в А, а над А, добавив к перечисленным буквам еще две буквы x и y. Для экономии места столбец формул нашего алгоритма запишем в виде нескольких подстолбцов.

Искомый нормальный алгоритм будет иметь вид:

	0y (.1
	7y (.8
	x3 ( 3x
	0x ( 0y
	7x ( 7y

	1y (.2
	8y (.9
	x4 ( 4x
	1x ( 1y
	8x ( 8y

	2y (.3
	9y ( y0
	x5 ( 5x
	2x ( 2y
	9x ( 9y

	3y (.4
	y (.1
	x6 ( 6x
	3x ( 3y
	( x

	4y (.5
	x0 ( 0x
	x7 ( 7x
	4x ( 4y
	

	5y (.6
	x1 ( 1x
	x8 ( 8x
	5x ( 5y
	

	6y (.7
	x2 ( 2x
	x9 ( 9x
	6x ( 6y
	


Если бы этот алгоритм мы применили к пустому слову, то получили бы бесконечный процесс, промежуточными результатами которого были бы слова x, xx, xxx, xxxx, ...

Это означает, что к пустому слову данный алгоритм неприменим. Его применение к слову R = 299 дает промежуточные результаты: x299, 2x99, 29x9, 299x, 299y, 29y0, 2y00, 300. Мы получили окончательный результат = 300, что и требуется.

Внимательно рассматривая нормальные алгоритмы, мы видим, что они вполне соответствуют нашему пониманию алгоритма, но имеют очень частный характер. Большинство алгоритмов не являются нормальными алгоритмами. Но, безусловно, нормальные алгоритмы описаны с полной математической строгостью и точностью. Они вполне пригодны для тех целей, для которых были разработаны, а именно – для целей обоснования математики и исследования неразрешимости проблем.

Нормальный алгоритм Маркова можно рассматривать как универсальную форму задания любого алгоритма. Универсальность нормальных алгоритмов декларируется принципом нормализации: для любого алгоритма в произвольном конечном алфавите A можно построить эквивалентный ему нормальный алгоритм над алфавитом A.
Условимся называть тот или иной алгоритм нормализуемым, если можно построить эквивалентный ему нормальный алгоритм, и не нормализуемым в противном случае. Принцип нормализации теперь можно сформулировать так: все алгоритмы нормализуемы.
Данный принцип не может быть строго доказан, поскольку понятие произвольного алгоритма не является строго определенным и основывается на том, что все известные в настоящее время алгоритмы являются нормализуемыми, а способы композиции алгоритмов, позволяющие строить новые алгоритмы из уже известных не выводят за пределы класса нормализуемых алгоритмов.
Нормальный алгоритм Маркова можно рассматривать как универсальную форму задания любого алгоритма. Универсальность нормальных алгоритмов декларируется принципом нормализации: для любого алгоритма в произвольном конечном алфавите A можно построить эквивалентный ему нормальный алгоритм над алфавитом A.
Условимся называть тот или иной алгоритм нормализуемым, если можно построить эквивалентный ему нормальный алгоритм, и не нормализуемым в противном случае. Принцип нормализации теперь можно сформулировать так: все алгоритмы нормализуемы.
Данный принцип не может быть строго доказан, поскольку понятие произвольного алгоритма не является строго определенным и основывается на том, что все известные в настоящее время алгоритмы являются нормализуемыми, а способы композиции алгоритмов, позволяющие строить новые алгоритмы из уже известных не выводят за пределы класса нормализуемых алгоритмов.

Перечислим способы композиции нормальных алгоритмов.

1. Суперпозиция. При суперпозиции двух алгоритмов A и B выходное слово первого алгоритма A рассматривается как входное слово второго алгоритма B, результат суперпозиции C может быть представлен в виде C(p) = B(A(p)).

2. Объединение. Объединением алгоритмов A и B в одном и том же алфавите называется алгоритм C в этом же алфавите, преобразующий любое слово p, содержащееся в пересечении областей определения алгоритмов A и B, в записанные рядом слова A(p) и B(p).

3. Разветвление. Разветвление алгоритмов представляет собой композицию D трех алгоритмов A, B и C, причем область определения алгоритма D является пересечением областей определения всех трех алгоритмов A, B и C, а для любого слова p из этого пересечения D(p) = A(p), если C(p) = e, D(p) = B(p), если C(p) ( e, где e – пустая строка.

4. Итерация. Итерация (повторение) представляет собой такую композицию C двух алгоритмов A и B, что для любого входного слова p соответствующее слово C(p) получается в результате последовательного многократного применения алгоритма A до тех пор, пока не получится слово, преобразуемое алгоритмом B.

Нормальные алгоритмы Маркова являются не только средством теоретических построений, но и основой специализированного языка программирования, применяемого как язык символьных преобразований при разработке систем искусственного интеллекта. Это один из немногих языков, разработанных в России и получивших известность во всем мире.
Существует строгое доказательство того, что по возможностям преобразования нормальные алгоритмы Маркова эквивалентны машинам Тьюринга.
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